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Аннотация. В данной статье приведен колебание безграничной упругой 

двухслойной пластинки при воздействии подвижной нагрузки. Задачи сводится 

к решению приближенного уравнения для поперечного смещения 𝑊 точек 

плоскости контакта двухслойной пластинки. 
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Задача о воздейстии подвижных нагрузок на конструкции и их элементы 

возникает во многих областях техники и в строительстве. 

Пусть по поверхности кусочно-однородной двухслойной пластинки 

распространяется бегущая вдоль оси x с постоянной скоростью 𝑉0  нормальная 

нагрузка вида 

                           𝑓𝑧 = 𝐹(𝑥 + 𝑉0𝑡); 𝑓𝑥𝑦 = 𝑓𝑥𝑦 = 0.                                 (1.1) 

При этом выполняется условие 𝐹(𝜁) = 0 при 𝜁 = 0. 

В данной задаче начальные условие отсутствует, а задача плоская [1, 2, 3]. 

В силу внешнего воздействия вида (1.2) напряженно-деформированные 

состояния пластинки от координаты  𝑦 не зависит. 

Задачи сводится к решению приближенного уравнения для поперечного 

смещения 𝑊 точек плоскости контакта двухслойной пластинки, полученному в 

первой главе 

𝑄1 (
𝜕4𝑊

𝜕𝑡4
) + 𝑄2 (𝛥

𝜕2𝑊

𝜕𝑡4
) + 𝑄3(𝛥

2𝑊)+ 𝑄4 (
𝜕6𝑊

𝜕𝑡6
) + 𝑄5 (𝛥

𝜕4𝑊

𝜕𝑡4
) + 

+𝑄6 (𝛥
2 𝜕2𝑊

𝜕𝑡2
) + 𝑄7(𝛥

3𝑊) = 𝐹(𝑥 + 𝑉0𝑡), (1.2) 

где коэффициент 𝑄𝑖 определяются по формулам (1.2) [4, 5, 6]. 
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Так как в поставленной задачи начальные условия отсутствуют, то надо 

искать общее решение уравнения (1.2) проще, перехода к подвижным 

координатам, связанным с подвижной системой координат известным 

преобразованием Галилея 

𝜉 = 𝑥 + 𝑉0𝑡. 

Тогда уравнение (2.2.2) переходит в обыкновенное дифференциальное 

уравнение 

(𝑉0
4𝑄1 + 𝑉0

2𝑄2 + 𝑄3)
𝑑4𝑊

𝑑𝜁4
+ (𝑉0

6𝑄4 + 𝑉0
4𝑄5 + 𝑉0

2𝑄6 + 𝑄7)
𝑑6𝑊

𝑑𝜁6
= 𝐹(𝜁)  

 (1.3) 

Общее решение уравнения (1.3) ищем в виде  

𝑊 = 𝑊0 𝑒𝑥𝑝 (
1

ℎ0
𝜉𝜁),           (1.4)       

где 𝜉– безразмерная частота [7, 8, 9]. 

Введем безразмерные параметры: 

            𝐶 =
𝑉0

𝑏1
;⥂⥂⥂⥂⥂⥂⥂ ℎ =

ℎ1

ℎ0
; 𝜌 =

𝑝0

𝑝1
;Р2 =

𝜇0

𝜇1
; 𝐷0 =

1

2(1−𝜈0)
; 𝐷1 =

1

2(1−𝜈1)
  

 (1.5) 

где  𝑣0, 𝑣1 – коэффициенты Пуассона верхнего и нижнего слоев пластинки; 

       𝝁𝟎, 𝝁𝟏– коэффициенты Ляме [10, 11, 12].  

Характеристическое уравнение дифференциальное уравнение (1.3) 

имеет вид 

𝐴1𝜉
6 + 𝐴2𝜉

4 = 0,                         (1.6) 

где коэффиценты  𝐴1, 𝐴2 и 𝑄𝑗
′  равны: 

                                       𝐴1 = 𝐶6𝑄4
′ + 𝐶4𝑄5

′ + 𝐶2𝑄6
′ + 𝑄7

′ ; 

𝐴1 = 𝐶4𝑄1
′ + 𝐶2𝑄2

′ + 𝑄3
′ ;                                (1.7) 

𝑄1
′ = (𝜌 + ℎ)2; 

𝑄2
′ = −2(2(𝑃2𝐷0 + ℎ𝐷1)(𝜌 + ℎ) + (𝑃2 − 1) (𝜌(1 + ℎ) − (𝐷0𝜌 − ℎ

2𝐷1))) ; 

𝑄3
′ = −4(𝑃2 − 1)(𝑃2𝐷0 + ℎ

2𝐷1 + 2ℎ𝑃2𝐷0); 

𝑄4
′ =

1

6
{𝜌𝜇[3ℎ

2 + 𝜌(𝜌 + 4ℎ)](2 − 𝐷0) + ℎ
2[3𝜌2 + ℎ(ℎ + 4𝜌)](2 − 𝐷1)}; 
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𝑄5
′ = −

1

6
{𝜌2𝜇(2𝑃2(4𝐷0(1 − 𝐷0) + 1) + (𝑃2 − 1)(4 + 𝐷0

2)) − 

−ℎ
4(2(4𝐷1

2 − 2𝐷1 − 1) − (𝑃2 − 1)𝐷1(2 − 𝐷1)) +                                              (1.8) 

+6ℎ
2(𝜌𝜇 (4(𝑃2

2𝐷0 + 𝐷1) + (𝑃2 − 1)(2𝑃2(1 − 𝐷0) − 𝑃2𝐷1(2 − 𝐷0) + 𝐷1(1 + 𝐷0)))

+ 

+𝜌2 + 1) + 2𝑃2ℎ [2𝜌𝜇 ((2 + 4𝐷0 − 𝐷0
2) + ℎ

2(2𝑃2 − 𝑃2𝐷1 + 5𝐷1 − 𝐷1
2)) + 

+𝜌2𝜇2((𝑃2 − 1)(4 − 3𝐷0) + 2𝐷1(4 − 𝐷1)) + 2ℎ
2𝐷0(4 − 𝐷1)]}; 

𝑄6
′ =

1

3
{𝜌[−2𝐷0(1 − 3𝑃2 + 4𝐷0) + (𝑃2 − 1)(2 + 9𝐷0 − 3𝐷0

2)] + 

+ℎ
4[4𝐷0(1 − 2𝐷1) + (𝑃2 − 1)𝐷1(3 − 𝐷1)] + 

+3ℎ
2 [(4𝑃2𝐷0(𝑃2(1 + 𝐷1) + 𝐷1)

− (𝑃2 − 1)(2(𝑃2 − 1)𝐷1(1 − 𝐷0) − 𝑃2(2 − 𝐷0 − 4𝐷0𝐷1))) 𝜌𝜇 + 

+(4𝐷1(1 + 𝐷0 + 𝑃2𝐷0) − (𝑃2 − 1)(6𝐷0𝐷1(𝑃2 − 1) − 6𝑃2𝐷0 + 𝐷1))] −            (1.8) 

−4𝐷0 (1 + ℎ
2(2𝑃2 − 1)(1 − 𝐷1) + 𝑃2𝐷1 + (1 − 𝐷1))]} ; 

𝑄7
′ =

2

3
{𝑃2𝐷0(4𝐷0 − 5(𝑃2 − 1) + ℎ

4𝐷1(4𝐷1 − (𝑃2 − 1)) − 

( ) ( ) −−+−−+−+−−− ))]()(([( 010201021022102

2
D1DDP3D1DDP3DD1P21PDDP8h3

−4ℎ𝑃2𝐷0[((𝑃2 − 1) + 2𝐷1) + ℎ
2(2(𝑃2 − 1) + (𝑃2 + 1)𝐷1)]}. 

Так как первые четыре корня  алгбраического уравнвения (1.6)  

𝜉1 = 𝜉2 = 𝜉3 = 𝜉4 = 0, 

а корней 𝜉5 и 𝜉6 мнимые [13, 14, 15, 16, 17].  

Следовательно, общее решение однородного уравнения (1.3) равно 

       𝑊𝑜𝜕 = 𝐶1 + 𝐶2𝜉 + 𝐶3𝜉
2 + 𝐶4𝜉

3 + 𝐶5 𝑐𝑜𝑠 (√
𝐴2

𝐴1
𝜉) + 𝐶6 𝑠𝑖𝑛 (√

𝐴2

𝐴1
𝜉).            (1.9) 

Аналогично, общее решение неоднородного уравнения (1.3) равно 

                                             𝑊0 = 𝑊од +𝑊ч,                                          

где 𝑊ч −частное решение неоднородного уравнения и ищется в зависимости от 

вида функции внешнего воздействия [18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29]. 
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Если правая часть уравнения  (1.3) равна 

                     𝐹(𝜉) = 𝑄𝑒−𝛼0𝜉 𝑠𝑖𝑛(𝛽0𝜉),                               (1.10)  

то частное решение уравнение (1.3) ищется в виде 

                                   𝑊ч = 𝑒−𝛼0𝜉[𝐴 𝑠𝑖𝑛(𝛽0) + 𝐵 𝑐𝑜𝑠(𝛽0𝜉)].                       

(1.11) 

 

Тогда, общее решение дифференциального уравнения (1.3) будет  

          

( ))(cos)(sin
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где 

        ( ) ( )( ) ( )
( ) ( )( ).
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2

0

2
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4

0
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2

0

4

0100
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0
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32

0
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−++−=

+−−−−−=             (1.13) 

Для определения постоянные jC  воспользуемся граничными условиями, 

для случая  ,00 aV   которые имеют вид [30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 

41, 42]:  

               );(;
∂

;
∂

     0;W 00
W

0
W

2

2

==


=


= 


                    (1.14)                                    

.
∂

;
∂

; 









 2

2
WW

W


                         (1.15) 

Подставляя общее решение неоднородного дифференциального уравнения 

(9) в граничные условия (1.11), получим 

.])([

;)(;

0a2b
ba

Q
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A
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    (1.16)       

Из условия ограниченности колебаний на бесконечности коэффициенты 

.0CCC 432 ===  

Таким образом решение задачи о колебаний бесконечно двухслойной 

пластинки при воздействии подвижной нагрузки  имеет вид [43, 44, 45, 46, 47, 

48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55]. 
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   (1.17) 

 

Заключения. Исследование колебаний кусочно-однородных пластин в 

точной трехмерной постановке позволяет без привлечения каких-либо гипотез 

выводить общее и основанные на них приближенные уравнения колебания таких 

пластин. А также получены формулы для определения перемещений и 

напряжений через искомые функций в любой точке двухслойной пластинки. 
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