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АННОТАЦИЯ 

С древних времен люди измеряли площадь посевной площади, разделяя 

посевную площадь на небольшие прямоугольники, а затем складывая их площади, 

чтобы найти примерный размер площади. Архимед использовал тот же метод 

для нахождения поверхности и объема геометрических фигур. Ньютон 

отмечает, что все физические явления происходят в результате 

последовательного повторения операций дифференцирования и 

интегрирования. Многие результаты достигаются применением этого 

принципа. Евклид в своих «началах» заложил основы классической геометрии, а 

Архимед в малоизвестных работах разрабатывал «азы» дифференциального и 

интегрального счисления и теории бесконечно малых величин. Сегодня 

вычисление интегралов остается важной задачей математики.  В статье 

предоставляется информация вычисление тройного интеграла в декартовой 

системе координат. 

Ключевые слова: Интеграл, двойной интеграл, тройной интеграл, 

плоскость, поверхность, объем, масса, декартовая система, трехмерной 

область, непрерывная функция. 
 

ABSTRACT 

 Since ancient times, people have measured the area of a crop field by dividing 

the crop field into small rectangles and then adding their areas together to find the 

approximate size of the area. Archimedes used the same method to find the surface and 

volume of geometric figures. Newton notes that all physical phenomena occur as a 

result of successive repetitions of the operations of differentiation and integration. 

Many results are achieved by applying this principle. Euclid laid the foundations of 

classical geometry in his "principles", and Archimedes, in little-known works, 

developed the "basics" of differential and integral notation and the theory of 

infinitesimals. Today, calculating integrals remains an important mathematical task. 

The article provides information on the calculation of the triple integral in the 

Cartesian coordinate system. 

Keywords: Integral, double integral, triple integral, plane, surface, volume, 

mass, Cartesian system, three-dimensional domain, continuous function. 
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Обобщением определенного интеграла на случай функции трех 

переменных является так называемый тройной интеграл. Теория тройного 

интеграла аналогична теории двойного интеграла, поэтому изложим ее в 

сокращенном виде. 

Пусть в замкнутой области V пространства OXYZ задана непрерывная 

функция 𝑢 = 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧). Разбив область V сеткой поверхностей на n частей 𝑉𝑖(𝑖 =

1. . . 𝑛) и выбрав в каждой их них произвольную точку 𝑀𝑖(𝑥𝑖; 𝑦𝑖; 𝑧𝑖) составим 

интегральную сумму ∑ 𝑓(𝑥𝑖; 𝑦𝑖; 𝑧𝑖)𝛥𝑉𝑖
𝑛
𝑖=1  для функции 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧) по области V 

(∆Vi – объем элементарной области Vi). Если предел интегральной суммы 

существует при неограниченном увеличении числа n таким образом, что каждая 

Vi стягивается в точку, то его называют тройным интегралом от функции 𝑢 =

𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧) по области V и обозначают ∭ 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

 (или ∭ 𝑓(𝑥; 𝑦; 𝑧)
𝑉

𝑑𝜐). 

Таким образом, по определению получаем 
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Здесь 𝑑𝜐 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 - элемент объема 𝑑𝑖 - диаметр i-области. 

Посмотрим вычисление тройного интеграла в декартовой системе 

координат.  

Предположим, что пространственная (трехмерная) область 𝑉, 

ограниченная замкнутой поверхностью 𝑆, обладает следующими свойствами: 

1) всякая прямая, параллельная оси 𝑂𝑧, проведенная через внутреннюю 

(т.е. не лежащую на границе 𝑆) точку области 𝑉, пересекает поверхность 𝑆 в двух 

точках; 

2) вся область 𝑉 проектируется на плоскость 𝑂𝑥𝑦 в правильную 

(двумерную) область 𝐷; 

3) всякая часть области 𝑉, отсеченная плоскостью, параллельной любой из 

координатных плоскостей (𝑂𝑥𝑦,   𝑂𝑥𝑧,   𝑂𝑦𝑧), также обладает свойствами 1) и 

2). 

Область 𝑉, обладающую указанными свойствами, мы будем называть правильной 

трехмерной областью (рис.1). 
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Рис. 1 

Правильными трехмерными областями являются, например, эллипсоид, 

прямоугольный параллелепипед, тетраэдр и т.д. Пример неправильной трехмерной 

области дан на рис.2.  Мы будем рассматривать только правильные области.  

Пусть поверхность, ограничивающая область 𝑉 снизу, имеет уравнение 

𝑧 = 𝑍1(𝑥, 𝑦), а поверхность, ограничивающая эту область сверху, имеет 

уравнение 𝑧 = 𝑍2(𝑥, 𝑦) (рис.1). 

 
Рис. 2 

Вычисление тройного интеграла, как и двойного, сводится к 

последовательному интегрированию, т.е. к повторному интегралу.  

Пусть 𝐷 — проекция области 𝑉 на плоскость 𝑥𝑂𝑦.  

Тогда ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

= ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑦 ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝑧2(𝑥,𝑦)

𝑧1(𝑥,𝑦)𝐷
.  

Двойной интеграл по области 𝑆 сводим к повторному и получим  

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

= ∫ 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
∫ 𝑑𝑦
𝑦2(𝑥)

𝑦1(𝑥)
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
𝑧2(𝑥,𝑦)

𝑧1(𝑥,𝑦)
;  
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∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

= ∫ 𝑑𝑦
𝑑

𝑐
∫ 𝑑𝑥
𝑥2(𝑦)

𝑥1(𝑦)
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝑧2(𝑥,𝑦)

𝑧1(𝑥,𝑦)
. 

Аналогично можно спроецировать область 𝑉 на другую плоскость и 

расставить пределы интегрирования. 

Пример 1. В тройном интеграле ∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

 расставить пределы 

интегрирования в порядке (𝑥, 𝑧, 𝑦), если область 𝑉 ограничена поверхностями: 

𝑦 = 𝑥2,   𝑦 = 1,  𝑥2 + 𝑦2 = 𝑧.  

Решение. Построим область 𝑉 (рис.3):  

𝑦 = 𝑥2 — параболический цилиндр вдоль оси 𝑂𝑧,  

𝑦 = 1 — плоскость, параллельная плоскости 𝑥𝑂𝑧,  

𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 — параболоид,  

𝑧 = 0 — координатная плоскость 𝑥𝑂𝑦. 

Рассмотрим проекцию тела на плоскость 𝑥𝑂𝑧 (рис. 4.), так как пределы 

интегрирования нужно расставить в порядке (𝑥, 𝑧, 𝑦): 

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

= ∬ 𝑑𝑥𝑑𝑧
𝐷

∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦
𝑦2(𝑥,𝑧)

𝑦1(𝑥,𝑧)
. 

 
Рис. 3 

 
          Рис. 4                                                Рис. 5 
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Однако в разных частях этой области переменная 𝑦 изменяется в разных 

пределах. Поэтому разобьем область 𝐷 на части (рис. 5) и возьмем по каждой 

части интеграл 

∫ 𝑑𝑥
1

−1
∫ 𝑑𝑧
𝑥2+𝑥4

0
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)
1

𝑥2
𝑑𝑦 + ∫ 𝑑𝑥

1

−1
∫ 𝑑𝑧
𝑥2+1

𝑥2+𝑥4
∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦
1

√𝑧−𝑥2
. 

Пример 2. Вычислить тройной интеграл ∭ 𝑥𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

 по области 𝑉, 

ограниченной поверхностями: 𝑦 = 2𝑥, 𝑦 = 0, 𝑥 = 1, 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑧 = 0. 

Решение. Построим область 𝑉 (рис. 6):  

𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 — параболоид,  

𝑦 = 2𝑥 — вертикальная плоскость, 

𝑦 = 0 — координатная плоскость 𝑥𝑂𝑧, 

𝑥 = 1 — плоскость, параллельная координатной плоскости 𝑦𝑂𝑧, 

𝑧 = 0 — координатная плоскость 𝑥𝑂𝑦. 

 

 
Рис.  6 

Проекцией на плоскость 𝑥𝑂𝑦 является треугольник 𝐴𝑂𝐵 (рис. 4), таким 

образом имеем  
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=
1

2
∫ (2𝑥6 +

16

3
𝑥6 +

32

5
𝑥6)𝑑𝑥 =

103

15
⋅
𝑥7

7
|
0

1

=
103

105
.

1

0

 

В качестве вывода можно применение приложения тройного интеграла. 

Объем тела 

Объем тела V выражается формулой 𝑉 =∭ 𝑑𝜐 =∭ 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉𝑉

. 

Масса тела 

Масса тела при заданной плотности 𝛾(𝑥; 𝑦; 𝑧) вычисляется с помощью 

интеграла (тройного) 𝑚 =∭ 𝛾(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

. 

Статические моменты 

Моменты 𝑆𝑥𝑦, 𝑆𝑥𝑧, 𝑆𝑦𝑧 тела относительно координатных плоскостей OXY, 

OXZ, OYZ вычисляются по формулам 𝑆𝑥𝑦 =∭ 𝑧𝛾(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝜐
𝑉

, 𝑆𝑦𝑧 =

∭ 𝑥𝛾(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝜐
𝑉

 и 𝑆𝑥𝑧 =∭ 𝑦𝛾(𝑥; 𝑦; 𝑧)𝑑𝜐
𝑉

. 

Центр т яжести 

Координаты центра тяжести тела 𝑥𝑐 =
𝑆𝑦𝑧

𝑚
, 𝑦𝑐 =

𝑆𝑥𝑧

𝑚
, 𝑧𝑐 =

𝑆𝑥𝑦

𝑚
. 
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